*A.7 Fixed Point Theorems (new)
 Fixed points theorems say that various kinds of mappings from one set to another result in at least one point being mapped back onto itself. The most famous fixed point theorem is Brouwer's theorem, illustrated in figure A.3. I will use a formulation from p. 952 of Mas-Colell, Whinston & Green (1994).
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Figure A.3 A mapping with three fixed points

The Brouwer Fixed Point Theorem. Suppose that set A in RN is nonempty, compact, and convex; and that f: A→A is a continuous function from A into itself. ("Com​pact" means closed and bounded, in Euclidean space.) Then f has a fixed point; that is, there is an x in A such that x = f(x).
The usefulness of fixed point theorems is that an equilibrium is a fixed point. Con​sider equilibrium prices. Let p be a point in N-space consisting of one price for each good. Let P be the set of all possible price points. P will be convex and compact if we limit it to finite prices. Agents in the economy look at p and make decisions about consumption and output. These decisions change p into f(p). An equilibrium is a point p* such that f(p*) = p*. If you can show that f is continuous, you can show that p* exists.

This is also true for Nash equilibria. Let s be a point in N-space consisting of one strategy for each player - a strategy combination. Let S be the set of all possible strategy combinations. This will be compact and convex if we allow mixed strategies (for convexity) and if strategy sets are closed and bounded. Each strategy combination s will cause each player to react by choosing his best response f(s). A Nash equilibrium is s* such that f(s*) = s*. If you can show that f is continuous - which you can do if payoff functions are continuous - you can show that s* exists.
The Brouwer theorem is useful in itself, and conveys the intuition of fixed point theorems, but to prove existence of prices in general equilibrium and existence of Nash equilibrium in game theory requires the Kakutani fixed point theorem. That is because the mappings involved are not one-to-one functions, but one-to-many-point correspondences. In general equilibrium, one firm might be indifferent between producing various amounts of output. In game theory, one player might have two best responses to another player's strategy.
The Kakutani Fixed Point Theorem (Kakutani [1941]) Suppose that set A in RN is a nonempty, compact, convex set and that f: A→A is an upper hemicontinuous correspondence from A into itself, with the property that the set f(x) is nonempty and convex for every x. Then f has a fixed point; that is, there is an x in A such that x is one element of f(x).
Other fixed point theorems exist for other kinds of mappings - for example for a mapping from a set of functions back into itself. In deciding which theorem to use, care must be taken to identify the mathematical nature of the strategy combination set and the smoothness of the best response functions.
*A.7 теоремы о неподвижной точке (Новый пункт)
В теоремах о неподвижной точке утверждается, что при всевозможных видах отображений одного множества в другое, по крайней мере, одна точка отображается в саму себя. Самой известной теоремой о неподвижной точке является теорема Брауэра, проиллюстрированная рис. A.3. Мы будем пользоваться формулировкой, приведённой на стр. 952 книги Mas-Colell, Whinston & Green (1994).
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Рис. A.3 Отображение с тремя неподвижными точками.

Теорема Брауэра о неподвижной точке. Пусть множество A в RN непустое, компактное и выпуклое, а f: A→A задаёт непрерывное отображение A в себя. («Компактное» значит замкнутое и ограниченное в евклидовом пространстве.) Тогда f имеет неподвижную точку, т.е. существует такое x из A, для которого x = f(x).

Полезность таких теорем в том, что неподвижной точкой является состояние равновесия. Рассмотрим равновесные цены. Пусть p – точка N-мерного пространства с координатами, равными ценам каждого товара. Пусть P – множество всех возможных стандартных цен. P будет выпуклым и компактным, если исключить из него бесконечные цены. Экономисты, руководствуясь величиной p, выносят решения о производстве и потреблении. Эти решения переводят p в f(p). Состояние равновесия – это точка p* такая, что f(p*) = p*. Если можно показать, что f непрерывно, значит, можно показать, что p* существует.

Сказанное выше верно и для равновесия Нэша. Пусть s – это набор стратегий, т.е. точка N-мерного пространства, координатами которой являются стратегии каждого игрока. Пусть S – множество всевозможных наборов стратегий. Оно будет компактным и выпуклым, если разрешены смешанные стратегии (выпуклость), а сами наборы замкнуты и ограничены. Из любого набора стратегий s каждый игрок обязан выбрать лучший ход f(s). Равновесие Нэша – это точка s* такая, что f(s*) = s*. Если можно показать, что f непрерывно – а это возможно, если непрерывны платёжные функции – значит, можно показать, что существует и s*.

Теорема Брауэра сама по себе полезна и даёт представление о теоремах о неподвижной точке, но для доказательства существования цен, находящихся в общем равновесии, или равновесия Нэша из теории игр используется теорема Какутани о неподвижной точке. Последнее вызвано тем, что производимые отображения не взаимнооднозначны, а связаны зависимостью типа «одна точка – несколько точек». В условиях общего равновесия, одна из фирм может безразлично относиться к выбору определённых объёмов производства. В теории игр, у одного из игроков может найтись сразу два лучших решения в ответ на стратегию другого игрока.

Теорема Какутани о фиксированной точке (Какутани [1941]) Пусть множество A в RN непустое, компактное и выпуклое, а f: A→A задаёт полунепрерывное сверху отображение A в себя, и множество f(x) непустое и выпуклое для каждого x. Тогда f имеет неподвижную точку, т.е. существует такое x из A, для которого x – элемент множества f(x).

Другие теоремы о фиксированной точке работают для других видов отображений, например, для отображения множества функций в себя. Принимая решение об использовании той или иной теоремы, необходимо принять меры к определению математической природы множества наборов стратегий, а также гладкости функции оптимальной стратегии.
*A.8 Genericity (new)
Suppose we have a space X consisting of the interval between 0 and 100 on the real line, [0, 100], and a function f such that f(x) = 3 except that f(15) = 5. We can then say any of the following:

1 f(x) = 3 except on a set of measure zero.

2 f(x) = 3 except on a null set.

3 Generically, f(x) = 3.

4 f(x) = 3 almost always.

5 The set of x such that f(x) = 3 is dense in X.
6 The set of x such that f(x) = 3 has full measure

These all convey the idea that if parameters are picked using a continuous random density, f(x) will be 3 with probability one, and any other value of  f(x) is very special in that sense. If you start with point x, and add a small random perturbation ε then with probability one, f(x + ε) = 3. So unless there is some special reason for x to lake the particular value of 15, you can count on observation f(x) = 3.
Statements like these always depend on the definition of the space X. If, instead, we took a space Y consisting of the integers between 0 and 100, which is {(), 1, 2,..., 100}, then it is not true that "f(x) = 3 except on a set of measure zero." Instead, if x is chosen randomly, there is a 1/101 probability that x = 15 and f(x) = 5.

The concept of "a set of measure zero" becomes more difficult to implement if the space X is not just a finite interval. I have not defined the concept in these notes; I have just pointed to usage. This, however, is enough to be useful to you. A course in real analysis would teach you the definitions. As with the concepts of "closed" and "bounded," complications can arise even in economic applications because of infinite spaces and in dealing with spaces of functions, game tree branchings, or other such objects.

Now, let us apply the idea to games. Here is an example of a theorem that uses genericity.

Theorem: "Generically, all finite games of perfect information have a unique sub-game perfect equilibrium."
Proof. A game of perfect information has no simultaneous moves, and consists of a tree in which each player moves in sequence. Since the game is finite, each path through the tree leads to an end node. For each end node, consider the decision node just before it. The player making the decision there has a finite number N of choices, since this is a finite game. Denote the payoffs from these choices as (P1, P2, …, PN). This set of payoffs has a unique maximum, because generically no two payoffs will be equal. (If they were, and you perturbed the payoffs a little, with probability one they would no longer be equal, so games with equal payoffs have measure zero.) The player will pick the action with the biggest payoff. Every subgame perfect equilibrium must specify that the players choose those actions, since they are the unique Nash strategies in the subgames at the end of the game. Next, consider the next-to-last decision nodes. The player making the decision at such a node has a finite number of choices, and using the payoffs determined from the optimal choice of final moves, he will find that some move has the maximum payoff. The subgame perfect equilibrium must specify that move. Continue this procedure until you reach the very first move of the game. The player there will find that some one of his finite moves has the largest payoff, and he will pick that one move. Each player will have one best action choice at each node, and so the equilibrium will be unique. Q.E.D.

Genericity entered this as the condition that we are ignoring special games in the theorem's statement - games that have tied payoffs. Whether those are really special or not depends on the context.
*A.8 Универсальность (Новый пункт)
Пусть имеется пространство X, состоящее из интервала от 0 до 100 на вещественной оси [0, 100] и функции f такой, что f(x) = 3 кроме случая f(15) = 5. В этом случае верно любое из следующих утверждений:

7 f(x) = 3 всюду, кроме множества нулевой меры.

8 f(x) = 3 всюду, кроме нулевого множества.

9 f(x) = 3 в общем.

10 f(x) = 3 почти всюду.

11 Множество x таких, что f(x) = 3, плотное на X.
12 Множество x таких, что f(x) = 3, – полной меры.

Все они говорят о том, что если параметры выбираются с непрерывной случайной плотностью, f(x) будет равна 3 с вероятностью, равной единице, а любое другое значение f(x) в рассматриваемом смысле будет особым. Если к точке x прибавить малое случайное возмущение ε, то с вероятностью, равной единице, f(x + ε) = 3. Таким образом, если только отсутствует особая причина, по которой x принимает конкретное значение 15, можно положиться на результат f(x) = 3.

Подобные утверждения всегда связаны со способом определения пространства X. Если бы мы выбрали вместо него пространство Y, состоящее из целых чисел от 0 до 100, т.е. {0, 1, 2, …, 100}, то утверждение «f(x) = 3 всюду, кроме множества нулевой меры» было бы ложным. Вместо этого, если x выбирается случайным образом, существует вероятность 1/101, что x = 15 и f(x) = 5.

Понятие «множества нулевой меры» сложнее применять, если пространство X – не просто конечный интервал. Мы не определяем здесь этого понятия, а лишь указываем на его применение. Этого, тем не менее, для наших целей достаточно. С определениями вы познакомитесь в курсе вещественного анализа. Как и в случае с понятиями «замкнутый» и «ограниченный», даже в экономических приложениях могут возникнуть сложности, связанные с бесконечными пространствами или работой в пространствах функций, ветвей дерева игры и тому подобных объектов.

Теперь применим введённые понятия к играм. Ниже приведён пример теоремы, использующей универсальность.
Теорема: «В общем, все конечные игры с полной информацией содержат уникальное субигровое состояние совершенного равновесия»

Доказательство. Игра с полной информацией не содержит одновременных ходов, и может быть представлена деревом, в котором каждый игрок ходит по очереди. Поскольку игра конечна, каждый путь по ветвям дерева приводит к конечному узлу. Рассмотрим узел принятия решения, лежащий непосредственно перед конечным узлом. Игрок, принимающий решение в данном узле, имеет конечное число N вариантов, поскольку игра конечна. Обозначим платежи, соответствующие этим вариантам, как (P1, P2, …, PN). Этот набор платежей имеет уникальный максимум, поскольку в общем среди платежей не найдётся двух равных. (Если бы такие нашлись, то, получив небольшие возмущения, они с вероятностью, равной единице, стали бы не равны, поэтому игры с равными платежами имеют нулевую меру). Игрок обязан выбрать ход с наибольшим платежом. Каждое субигровое состояние совершенного равновесия заставляет игроков совершать эти ходы, т.к. это – уникальные стратегии Нэша в субиграх, предшествующих концу игры. Теперь рассмотрим предпоследние узлы принятия решения. У игрока, принимающего решение в таком узле, конечное число вариантов, и, руководствуясь платежами, соответствующими оптимальному выбору последнего хода, он сделает тот ход, который приносит наибольший платёж. На этот ход указывает субигровое состояние совершенного равновесия. Проведём эту процедуру в обратном порядке до самого первого игрового хода. Игрок вновь обязан сделать такой ход, который принесёт наибольший платёж. У каждого игрока будет один и только один лучший ход в каждом узле, поэтому состояние равновесия будет уникальным. Ч.Т.Д.
Универсальность выступает здесь в качестве условия, согласно которому мы не упоминаем в формулировке теоремы об особых играх, платежи в которых взаимосвязаны. Являются ли они в самом деле особыми или нет, зависит от контекста.
*A.9 Discounting (formerly section 4.5)

A model in which the action takes place in real time must specify whether payments and receipts are valued less if they are made later, i.e., whether they are discounted. Discounting is measured by the discount rate or the discount factor.

The discount rate, r, is the extra fraction of a unit of value needed to compensate for delaying receipt by one period.
The discount factor, δ, is the equivalent in present units of value of one unit to be received one period front the present.
The discount rate is analogous to the interest rate, and in some models the interest rate determines the discount rate. The discount factor represents exactly the same idea as the discount rate, and 
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. Models use r or δ depending on notational convenience. Not discounting is equivalent to r = 0 and δ = 1, so the notation includes zero discounting as a special case.

Whether to put discounting into a model involves two questions. The first is whether the added complexity will be accompanied by a change in the results or by a surprising demonstration of no change in the results. A second, more specific question is whether the events of the model occur in real time, so that discounting is appropriate. The bargaining game of Alternating Oilers from section 12.3 can be interpreted in two ways. One way is that the players make all their offers and counteroffers between dawn and dusk of a single day, so essentially no real time has passed. The other way is that each offer consumes a week of time, so that the delay before the bargain is reached is important to the players. Discounting is appropriate only in the second interpretation.

Discounting has two important sources: time preference and a probability that the game might end, represented by the rate of time preference, ρ, and the probability each period that the game ends, θ. It is usually assumed that ρ and θ are constant. If they both take the value zero, the player does not care whether his payments are scheduled now or ten years from now. Otherwise, a player is indifferent between 
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 now and x guaranteed to be paid one period later. With probability (1 - θ) the game continues and the later payment is actually made, so the player is indifferent between 
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(A.14)

Table A.2 summarizes the implications of discounting for the value of payment streams of various kinds. We will not go into how these are derived, but they all stem from the basic fact that a dollar paid in the future is worth δ dollars now. Continuous time models usually refer to rates of payment rather than lump sums, so the discount factor is not so useful a concept, but discounting works the same way as in discrete time except that payments are continuously compounded. For a full explanation, see a finance text (e.g., Appendix A of Copeland & Weston [1988]).

The way to remember the formula for an annuity over a period of time is to use the formulas for a payment at a certain time in the future and for a perpetuity. A stream of x paid at the end of each year is worth 
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. A payment of Y at the end of period T has a present value of 
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. Thus, if at the start of period T you must pay out a perpetuity of x at the end of each year, the present value of that payment is 
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. One may also view a stream of payments each year from the present until period T as the same thing as owning a perpetuity but having to give away a perpetuity in period T. This leaves a present value of 
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, which is the second formula for an annuity given in table A.2. Figure A.4 illustrates this approach to annuities and shows how it can also be used to value a stream of income that starts at period S and ends at period T.
Table A.2. Discounting
	
	Discounted value

	Payoff stream
	r-notation
	δ-notation

	
	(discount rate)
	(discount factor)

	x at the end of one period
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	x at the end of each period in perpetuity
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	x at the start of each period in perpetuity
	
[image: image15.wmf]r

x

x

+


	
[image: image16.wmf]d

-

1

x



	x at the end of each period up through
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	T (first formula)
	
	

	x at the end of each period up through
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	T (second formula)
	
	

	x at time t in continuous time
	
[image: image21.wmf]rt

xe

-


	–

	Flow of x per period up to time T in
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	Flow of x per period in perpetuity, in
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*A.9 Предоставление скидки (Ранее пункт 4.5)

Модель, в которой действие происходит в реальном времени, должна устанавливать, снижается ли стоимость платежей и доходов, если они получены позже, т.е. предоставляется ли по ним скидка. Скидка измеряется дисконтной ставкой или коэффициентом дисконта.

Дисконтная ставка r – это добавочная доля единицы ценности, достаточная для компенсации задержки дохода на один период.

Коэффициент дисконта δ - выражение ценности одной единицы, которая будет получена один период спустя, в текущих единицах ценности.

Дисконтная ставка аналогична процентной, и в некоторых моделях последняя определяет первую. Коэффициент дисконта показывает то же, что и дисконтная ставка, и 
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. В моделях используют r или δ, руководствуясь удобством обозначений. Отсутствие скидки эквивалентно равенствам r = 0 и δ = 1, так что данная система величин включает нулевую скидку в качестве особого случая.

Решающую роль в вопросе учёта скидок играют два вопроса. Первый – повлияет ли на результаты увеличение сложности, или, как ни удивительно, никакого изменения не последует. Второй вопрос, более конкретный, - происходят ли события, описываемые моделью в реальном времени, чтобы можно было говорить о предоставлении скидок в принципе. Игру с торгом от Alternating Oilers из пункта 12.3 можно представлять двояко. Один способ – считать, что игроки высказывают все предложения и контрпредложения от рассвета до заката одного-единственного дня, что, по существу, исключает временные затраты. Другой способ – считать, что на совершение каждого предложения уходит неделя реального времени, чтобы продолжительность периода, предшествующего сделке, была важна для игроков. Предоставление скидки возможно только во втором представлении.
Предоставление скидки определяют две важные составляющие – временное предпочтение и вероятность того, что игра может окончиться, которые учитываются степенью временного предпочтения ρ и вероятностью окончания игры θ для каждого периода. Обычно полагают, что ρ и θ постоянны. Если они обе принимают значение, равное нулю, игроку всё равно, получит ли он платежи немедленно или через десять лет. В противном случае игроку всё равно, получит ли он 
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 немедленно или x гарантированно через период. С вероятностью (1 - θ) игра продолжается, гарантированная сумма выплачивается, и теперь игроку всё равно, получит ли он 
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 немедленно или x гарантированно через период при условии, что игра продолжится. Коэффициент дисконта, соответственно, равен:
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(A.14)

Таблица A.2 суммирует результаты с учётом предоставления скидок на различные типы платёжных потоков. Мы не станем вдаваться в подробности вывода формул, но все они опираются на базовое утверждение о том, что доллар, выплаченный в будущем – это δ долларов сейчас. Модели, работающие в непрерывном времени, как правило, оперируют объёмами регулярных поступлений, а не единовременными выплатами, поэтому коэффициент дисконта здесь уже не так широко используется, но предоставление скидки работает так же, как в моделях дискретного времени за исключением того, что платежи поступают непрерывно. За подробным разъяснением обращайтесь к финансовому тексту (напр., Приложение A в Copeland & Weston [1988]).
Одним из способов запомнить формулу ежегодной выплаты за промежуток времени – использовать формулы выплаты в определённый момент времени в будущем и через неопределённый срок. Поток x, выплачиваемый в конце каждого года, имеет текущую стоимость 
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. Платёж Y по окончании периода T имеет текущую стоимость 
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. Таким образом, если с начала периода T необходимо выплачивать пожизненную ренту x в конце каждого года, текущая стоимость этих выплат равна 
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. Можно рассматривать поток ежегодных выплат с настоящего момента до периода T как владение собственностью, за которую приходится платить пожизненную ренту, но лишь в течение периода T. Отсюда получаем текущую стоимость 
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 - вторая формула для ежегодных выплат, приведённая в таблице A.2. Этот подход к ежегодным выплатам продемонстрирован на рис. A.4, на котором также показано, как с его помощью оценить поток прибыли с периода S по период T.
Таблица A.2. Предоставление скидок

	
	Дисконтированная стоимость

	Платёжный поток
	r-система
	δ-система
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	x по окончании каждого периода с пожизненной рентой
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	x в начале каждого периода с пожизненной рентой
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	T включительно (первая формула)
	
	

	x по окончании каждого периода до
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	T включительно (вторая формула)
	
	

	x в момент t в непрерывном времени
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	Поток x за период до момента T в
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	непрерывном времени
	
	

	Поток x за период через неопределённый срок в
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